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21. Introduction
“J’attire l’attention du lecteur sur les re´sultats ne´gatifs pre´sents dans ce me´moi-
re...”. C’est par ces mots que Poincare´ termine l’introduction de son me´moire sur
les trois corps, second me´moire succe´dant a` un premier, positif celui-la`, et incorrect.
Les re´sultats ne´gatifs traversent la vie de Poincare´ jusqu’a` ses ultimes articles,
jusqu’a` celui sur les quanta dont l’introduction se termine par :“je suis arrive´ a` un
re´sultat ne´gatif...”.
Poincare´ conservateur, mais obse´de´ par les “raisons” du ne´gatif, s’inte´resse a`
celui-ci pour se convaincre lui-meˆme de l’e´chec des raisonnements qui n’aboutissent
pas.
“Divergences des se´ries” e´crit-il dans la table des matie`res du deuxie`me tome des
“Me´thodes nouvelles”, qui contient ce qu’il appellera une description des re´sultats
des astronomes, et qui est en fait une re´e´criture, une e´criture meˆme, peut-eˆtre, de
l’astronomie moderne.
Car il s’agit bien ici d’e´criture : au sens litte´ral tout d’abord, e´criture des se´ries
(phrases e´crites dans l’alphabet des signes mathe´matiques, et qui en sont rien
d’autre que l’algorithme qu’elles repre´sentent (mais un nombre est-il autre-chose
qu’une e´criture ?)) et e´criture du discret dans le continu comme nous le verrons
pour les quanta. Mais aussi e´criture dans la transmission de la science, si positive-
ment conside´re´e pourtant. En effet l’e´criture “en ne´gatif” du re´sultat, si fre´quente,
par exemple, en musique (“pas trop fort”, “moins”...) fait re´fe´rence a` une dyna-
mique, tout comme le font les re´sultats ne´gatifs de Poincare´, dans une dynamique
du paradigme changeant, de la the´orie qui e´volue. Les re´sultats ne´gatifs de la
Me´canique Ce´leste se transforment en e´tude positive du chaos, ceux de l’article
sur les quanta en ne´cessite´ de l’hypothe`se de Planck.
Mais pour se convaincre que le ne´gatif de l’un fait le positif de l’autre, il faut une
compre´hension de la raison du ne´gatif, de sa raison d’eˆtre absolue, de son incon-
tournabilite´ qui ne laisse, finalement, entrevoir que le changement de paradigme.
Il faut se convaincre de l’absolue ne´cessite´ du ne´gatif tout d’abord, et ensuite, par
l’analyse de celui-ci, pouvoir pousser plus loin pour “positiver” ; bref, il faut une
me´thode.
Poincare´ l’a utilise´e au moins deux fois ; en Me´canique Ce´leste pour comprendre
les divergences, en Me´canique Quantique pour comprendre le discret. Dans les
deux cas il a re´duit les calculs, les a se´pare´s, bref il a analyse´ pierre par pierre les
e´difices existants pour voir les points de friction.
Cette me´thode nous semble, plus d’un sie`cle apre`s, avoir un nom : la de´cons-
truction.
2. Les proble`mes qui troublent Poincare´
Aux deux extre´mite´s de sa carrie`re, Poincare´ va s’inte´resser a` deux proble`mes
emble´matiques de la physique : la me´canique ce´leste et la the´orie quantique, ce
dernier inte´reˆt brutalement interrompu par sa mort.
32.1. La Me´canique Ce´leste. Le fameux proble`me des trois corps place tout de
suite l’activite´ de Poincare´ dans une dynamique qui va effectuer une ve´ritable
re´volution scientifique, et plus tard dans le monde des ide´es. Il s’agit de savoir si le
syste`me plane´taire comportant seulement trois plane`tes est “inte´grable” ou pas. Le
syste`me a` deux plane`tes l’est, se re´duisant au cas monocorpusculaire graˆce a` l’usage
du repe`re du centre de masse. Le proble`me des trois corps “re´duit”, planaire, e´tait
a` l’e´poque ou` Poincare´ s’y inte´resse, un de´fi scientifique important : en plus du
de´fi technique, c’e´tait bien le paradigme de stabilite´ laplacienne qui e´tait en jeu.
Il s’agissait de savoir si une petite perturbation d’un syste`me stable aller entamer
cette stabilite´ si che`re a` Laplace.
Les astronomes avaient depuis longtemps aborde´ ce proble`me de fac¸on perturba-
tive, pas des de´veloppement en se´rie, te´moignage d’un paradigme de l’analytique.
La convergence de telles se´ries non seulement n’e´tait meˆme pas e´voque´e par eux,
mais la difficulte´ re´sidait de´ja` dans l’obtention explicite de telles se´ries, des termes
de ces se´ries. Poincare´ pensa tout d’abord avoir montre´ leur convergence, et obtint
le fameux prix du roi de Sue`de, puis on s’aperc¸ut d’une erreur, et nous verrons
plus loin l’attitude qu’adopta le grand mathe´maticien. Mais la premie`re prise en
charge du proble`me par Poincare´ fut de comprendre le sens meˆme d’une se´rie
perturbative.
Ainsi pour prendre un exemple simple, conside´rons les deux se´ries qui ont pour
terme ge´ne´ral :
1000n
1.2.3...n
et
1.2.3...n
1000n
.
Les ge´ome`tres 1 diront que la premie`re se´rie converge, et meˆme qu’elle converge
rapidement, parce que le millionie`me terme est beaucoup plus petit que le 999999e ;
mais regarderons la seconde comme divergente, parce que le terme ge´ne´ral peut
croˆıtre au dela` de toute limite.
Les astronomes 2, au contraire, regarderons la premie`re se´rie comme divergente,
parce que les 1000 premiers termes vont en croissant, et la seconde comme conver-
gente, parce que les 1000 premiers termes vont en de´croissant et que cette de´croissance
est d’abord tre`s rapide.
Poincare´ s’inte´ressera tre`s toˆt a` ces se´ries dans le cadre de l’astronomie et tentera
de montrer leurs convergences, e´tant lui-meˆme conservateur et personne a` l’e´poque
n’imaginant de re´el proble`me de ce cote´ la`.
2.2. La Me´canique Quantique. La The´orie Quantique est ne´e en 1900, dans
l’article fondateur de Planck. Elle mettra 25 ans a` acque´rir une forme dynamique.
Poincare´ s’inte´resse tre`s tard a` la the´orie des quanta. Invite´ au Congre`s Solvay
de 1911, il de´couvrit la proble´matique quantique et e´crivit alors coup sur coup
plusieurs articles sur le sujet. Certains de “vulgarisation” [12], et deux articles
scientifiques [13, 14] dans lesquels il va s’efforcer de montrer que l’hypothe`se de
1. mathe´maticiens
2. physiciens
4Planck ne peut eˆtre contourne´e et remplace´e par une the´orie “continue”. Il s’agt
pour lui de se demander si la formule de Planck donnant la densite´ d’e´nergie du
corps noir, et de´rive´e depuis l’hypothe`se des quanta (qui consiste, pour dire vite, a`
remplacer dans un calcul une inte´grale par une somme) peut eˆtre (ou non) de´duite
d’un mode`le continu d’interaction entre rayonnement et mole´cules. Le re´sultat que
Poincare´ lui-meˆme pre´sentera comme ne´gatif validera la the´orie de Planck.
Ces deux articles sont peu cite´s de nos jours, mais ont eu un retentissement
important a` l’e´poque. En est la preuve le fait que deux articles dans le Volume
38 d’Acta Mathematica en hommage a` Poincare´ y sont consacre´s. De plus l’argu-
ment de Poincare´ sera repris et d’une certaine manie`re rendu plus rigoureux dans le
ce´le`bre traite´ de Me´canique Statistique de Fowler en 1929 [3]. Leur (re)lecture apre`s
plus d’un sie`cle de Me´canique Quantique est inte´ressante a` plusieurs e´gards. En
particulier ils montrent, a` travers une discussion parfaitement technique, l’affron-
tement entre discret et continu, en ce de´but de XXie`me sie`cle ou` la proble´matique
fondationnelle des mathe´matiques fait rage.
3. Les solutions ne´gatives
3.1. De la non-convergence a` la divergence. Lorsque Poincare´ travaille au
proble`mes des trois corps, il cherche des solutions donne´es par des inte´grales
premie`res analytiques. Sans vouloir rentrer dans les de´tails, disons que, dans un
cadre tre`s restreint, Poincare´ cherche a` montrer, en accord d’ailleurs avec la plu-
part de ses contemporains, que le syste`me a` trois corps, avec l’une des masses
petite, n’est qu’une perturbation inoffensive du syste`me a` deux corps qui, lui,
est inte´grable. Cette dernie`re assertion veut dire que, dans le cas des deux corps,
l’e´volution a` tout temps est connue explicitement, sans aucun myste`re. C’est le
grand succe`s de la me´canique Newtonienne. Et Poincare´ cherche des solutions
analytiquement proche du syste`me non-perturbe´, c’est-a`-dire qu’il pense que les
calculs perturbatifs vont donner la solution, par une simple convergence des se´ries
invoque´es. C’est un re´sultat tre`s fort. Et c’est la re´solution du paradoxe de Ze´non :
une somme infinie de termes devenant de plus en plus petit peut converger, eˆtre
elle-meˆme finie.
Dans la citation mentionne´e dans le paragraphe pre´ce´dent, Poincare´ a compris
qu’une se´rie peut-eˆtre utile, et nous verrons plus bas comment, meˆme si elle ne
converge pas. C’est la revanche de Ze´non. Mais pour l’heure, suˆr de sa conviction
toute laplacienne, Poincare´ pense que le mouvement des trois corps est analytique-
ment proche de celui des deux corps. Il croit le montrer dans son ce´le`bre me´moire
pour le roi de Sue`de, mais on lui fait remarquer que le texte comporte une erreur,
ou plus exactement, et c’est important, un “trou” dans la preuve : la preuve n’est
pas comple`te.
Le changement paradigmatique que va observer Poincare´ est tout a` fait halluci-
nant. Au lieu d’essayer (besogneusement) de combler le trou, d’essayer de sauver
ce qui est sauvable dans ses e´crits, il va brusquement prendre l’attitude inverse, et
commencer a` montrer que les se´ries en question ne convergent pas.
5Nous allons essayer plus bas d’expliquer comment cette tentative passe par une
analyse bien particulie`re de l’e´criture de ces se´ries. Mais disons tout de suite que
ce changement de point de vue va avoir une incidence immense sur l’e´volution de
la science : l’abandon du paradigme laplacien, et la possibilite´ donne´e a` la the´orie
du chaos de se de´velopper. Comment cela ?
Et bien justement en s’occupant du ne´gatif. Si les se´ries divergent, il doit y avoir
une raison. Et en e´tudiant non seulement la divergence, mais les raisons de celle-ci,
Poincare´ va, en quelque sorte, incarner ces raisons, leur donner une ontologie en
leur cre´ant un environnement dans lequel elles pourront avoir un sens, et un sens
“positif”. C’est ce passage du ne´gatif au positif, ne´gatif dans le vieux paradigme
laplacien, positif dans le nouveau, celui de la the´orie des syste`mes dynamiques, qui
constitue un changement drastique, un tournant de la science moderne. Nous allons
voir plus loin comment, selon nous, ce passage s’est effectue´ autour de l’e´criture,
et d’une certaine me´thodologie de´constructive des re´sultats ne´gatifs
3.2. Une preuve de la ne´cessite´ de l’hypothe`se de Planck. En 1911 Poin-
care´ est invite´ au prestigieux congre`s Solvay. Il y a prend conscience de l’importance
de la the´orie quantique et s’interroge sur ses fondements. Il e´crit alors coup sur
coup plusieurs articles sur le sujet. Certains de “vulgarisation” [12], et deux articles
scientifiques [13, 14] dans lesquels il va s’efforcer de montrer que l’hypothe`se de
Planck ne peut eˆtre contourne´e et remplace´e par une the´orie “continue”. Il s’agt
pour lui de se demander si la formule de Planck donnant la densite´ d’e´nergie du
corps noir, et de´rive´e depuis l’hypothe`se des quanta (qui consiste, pour dire vite, a`
remplacer dans un calcul une inte´grale par une somme) peut eˆtre (ou non) de´duite
d’un mode`le continu d’interaction entre rayonnement et mole´cules. Le re´sultat que
Poincare´ lui-meˆme pre´sentera comme ne´gatif validera la the´orie de Planck.
Ces deux articles sont peu cite´s de nos jours, mais ont eu un retentissement
important a` l’e´poque. En est la preuve le fait que deux articles dans le Vo-
lume 38 d’Acta Mathematica en hommage a` Poincare´ y sont consacre´s. De plus
l’argument de Poincare´ sera repris et d’une certaine manie`re rendu plus rigou-
reux dans le ce´le`bre traite´ de Me´canique Statistique de Fowler en 1929 [?]. Leur
(re)lecture apre`s plus d’un sie`cle de Me´canique Quantique est inte´ressante a` plu-
sieurs e´gards. Tout d’abord ils montrent, a` travers une discussion parfaitement
technique, l’affrontement entre discret et continu, en ce de´but de XXie`me sie`cle
ou` la proble´matique fondationnelle des mathe´matiques fait rage. Ensuite, et jus-
tement autour de cette dualite´ discret/continu, ils pre´sentent de merveilleuses
mathe´matiques. On y pressent en particulier la masse de Dirac, et le lemme de
la phase stationnaire, qui deviendra si important par la suite pour la Me´canique
Quantique y est utilise´. Enfin et surtout, ils exhibent clairement une part me´thodo-
logique de son he´ritage scientifique : l’inte´reˆt pour les re´sultats ne´gatifs, pour les
erreurs. Depuis l’erreur dans le syste`me des 3 corps jusqu’a` son “e´chec” dans la
tentative de remplacer l’hypothe`se des quanta Poincare´ n’aura cesse´ de de´cortiquer
le ne´gatif pour y faire naˆıtre le constructif.
61911 se situe dans une pe´riode un peu creuse pour la the´orie quantique. L’hy-
pothe`se des quanta, e´nonce´e par Planck en 1900 et ge´ne´ralise´e par Einstein avec
l’effet photoe´lectrique en 1905, est certes bien accepte´e, mais l’application a` la
the´orie atomique (Bohr 1913) et surtout l’e´tablissement d’une ve´ritable dynamique
quantique (Heisenberg 1925) se font attendre. L’hypothe`se des quanta consiste,
dans notre langage moderne, a` discre´tiser une inte´grale (ce que fait notre ordina-
teur), mais sans faire tendre, a posteriori, le pas de discre´tisation vers ze´ro.
L’ide´e d’une the´orie physique qui puiserait ses sources hors du cadre “naturel”
des e´quations diffe´rentielles de la culture classique est difficile a` admettre au de´but
du XXie`me sie`cle. Poincare´ prend a` bras le corps la proble´matique quantique : ne
serait-il pas possible de de´river la meˆme loi que Planck sans l’hypothe`se discre`te ?
Poincare´ y consacrera une note et un article, et donnera une re´ponse ne´gative.
Il mourra en 1912. En 1913 Niels Bohr appliquera avec le succe`s que l’on sait la
the´orie au mode`le plane´taire de l’atome, et en 1926 Erwin Schro¨dinger de´finira
une e´quation aux de´rive´es partielles (donc plonge´e dans le continu), qui n’aura de
solution raisonnable que pour des valeurs discre`tes des parame`tres d’e´nergie : le
retour a` une vision du phe´nome`ne quantique plonge´e dans le continu naˆıtra donc
15 ans apre`s l’article de Poincare´.
Nous n’allons pas ici rappeler la the´orie du corps noir ni pre´senter en de´tail la
contribution de Planck. Disons seulement que le proble`me consiste a` trouver une
formule d’interpolation pour la densite´ d’e´nergie u d’un corps “noir”, exprime´e par
rapport a` la fre´quence du rayonnement ν, telle que
u(ν) ∼ ν2, ν → 0
et
u(ν) ∼ e−cteν , ν →∞.
Une formule simple est celle imagine´e par Planck :
u(ν) =
8πν2
c3
hν
ehν/kT − 1
.
C’est cette loi que Planck de´rive en 1900 sous l’hypothe`se des quanta. Plus exac-
tement il montre que, si l’on suppose que l’e´nergie de chaque oscillateur est un
multiple entier d’une certaine quantite´ ǫ, donc de la forme Pǫ, P entier, un cal-
cul combinatoire donne que l’entropie S de chaque oscillateur est une fonction
(explicite) de Uǫ , ou` U est l’e´nergie de chaque oscillateur.
Poincare´ va reprendre le calcul en partant d’un densite´ d’e´nergie ge´ne´rique w et
montrer tout d’abord que si w est ce que l’on appellerait aujourd’hui un “peigne
de Dirac” sur les entiers (×h) il retrouve la loi de Planck. C’est donc en quelque
sorte une vision plus mathe´matique, ou plutoˆt moins thermodynamique, que celle
de Planck.
Mais il ne va pas s’arreˆter la`. Il va surtout faire le chemin inverse, et “montrer”
que la forme de la fonction u de´termine w de fac¸on univoque, et donc que seule
l’hypothe`se des quanta donne le bon re´sultat.
7C’est ce re´sultat que Poincare´ qualifie de ne´gatif. Plus pre´cise´ment il va encore
une fois s’appre´hender un proble`me et le pousser jusqu’au bout. Puisque la distri-
bution “discre`te” marche, il va poser la question : est-ce la seule qui “marche” ?
En faisant cela il va supposer a priori une distribution d’e´nergie “continue”, il va
la traiter comme telle, et s’apercevoir que la seule solution est celle qui est “dis-
continue”. nous allons essayer de pre´senter un peu en de´tail ce raisonnement dans
la section suivante, et montrer qu’il s’agit bien d’un travail sur l’e´criture, mais
remarquons de`s maintenant qu’ici aussi Poincare´ a la meˆme attitude vis-a`-vis du
ne´gatif qu’il avait pour la me´canique ce´leste.
Il nous semble que ce qui ressort de cette dernie`re construction, plutoˆt ce qui
aurait pu ressortir sans la mort de Poincare´ l’anne´e suivante, est une fac¸on de voir
le discret dans le continu des analystes, en donnant sinon, a` l’e´poque, un sens , mais
tout du moins une importance, a` ces “fonctions” nulles partout sauf en un point, et
d’inte´grale, de masse, signifiante, disons e´gale a` un. Dirac utilisera abondamment
cette fonction delta, qui deviendra une “distribution” sous les doigts de Laurent
Schwartz en 1951. C’est bien un ve´ritable changement de paradigme qui s’ope`re
sous nos yeux de´ja` en 1911.
4. L’e´criture
Nous allons, dans cette section, tenter de montrer comment les deux change-
ments de paradigme e´voque´s dans la section pre´ce´dente sont ne´s dans des calculs,
et par un soin particulier apporte´ a` l’examen de l’e´criture de ces derniers.
4.1. L’e´criture de la divergence dans le paradigme analytique. Une se´rie
est une e´criture, l’e´criture d’une somme infinie. C’est bien suˆr l’e´criture d’un algo-
rithme, puisque nul n’a le temps de calculer jusqu’a` l’infini. Une se´rie n’a de sens
classique que dans le contexte de la convergence : une se´rie est convergente lorsque
la suite de ses sommes partielles converge. On e´crit
n=∞∑
n=0
cnǫ
n,
comme on pourrait e´crire autre-chose.
Mais c’est une e´criture se´duisante, puisque qu’elle e´crit de la meˆme fac¸on une
somme finie
n=N∑
n=0
cnǫ
n
et l’on remplace “formellement”, pour passer de l’une a` l’autre, N par ∞.
Et justement l’e´criture des se´ries chez les astronomes est seulement formelle, et
n’a plus que bien peu en commun avec l’ide´e d’une somme finie. C’est a` dire que,
lorsqu’elle diverge, une se´rie n’a plus rien a` voir avec une somme finie. On peut
parfois “sommer” une se´rie divergente (sommabilite´ de Borel, par exemple), mais
il faut avoir en ge´ne´ral une information supple´mentaire sur ce qu’est le re´sultat de
la sommation pour donner un sens a` la se´rie “resomme´e”.
8De la meˆme fac¸on qu’une se´rie est une e´criture, nous verrons plus bas que la
de´monstration de la divergence d’une se´rie est aussi une histoire d’e´criture. C’est
ce qu’a de´couvert Poincare´.
4.2. L’e´criture du discret dans le continu ; la masse de Dirac. Tout comme
∞∑
o
repre´sente une e´criture, puisque on n’effectue jamais la somme jusqu’a` l’infini,
le signe
∫
∞
0
repre´sente de meˆme une e´criture. Mais, pour ce qui est de δ, ce signe
repre´sente en quelque sorte deux infinis : l’infini large et l’infini microscopique.
L’infini microscopique car le support de la fonction, lieu de signifiance de cette
dernie`re, est re´duit a` un point. Et l’infini large puisque l’inte´grale de cette “fonc-
tion” jusqu’a` n’importe quel nombre, y compris l’infini, est constante et e´gale a`
un.
On e´crit
δ(x)
comme on e´crit
n=N∑
n=0
cnǫ
n,
et l’on donne un sens a` δ(x) par rapport a` une fonction “gentille” (par exemple un
polynoˆme) comme on donne un sens a`
n=∞∑
n=0
cnǫ
n par rapport a` une se´rie convergente
(par exemple finie).
4.3. KAM et Heisenberg : deux nouvelles e´critures. Ce qui caracte´rise, a`
mon sens, la de´marche de Poincare´ , re´side dans sa faculte´ a` “mettre sur la table”
les calculs ou me´thodes existants afin de comprendre ce qui ne marche pas. Dans le
cas de la me´canique ce´leste, il travaille sur les calculs des astronomes, dans le cas de
la me´canique quantique, il effectue ce travail dans sa propre de´marche. Plus tard
en me´canique quantique (1925), et bien plus tard encore en me´canique ce´leste
(1954), le discret prendra ses lettres de noblesse ; la me´canique des matrices de
Heisenberg e´crira la the´orie des quanta dans un formalisme unifie´, et la the´orie
de Kolmogorov placera la convergence des se´ries des astronomes sur un ensemble
de Cantor, autre exemple d’objet de´fini par une e´criture. Supreˆme alliance de la
convergence et d’une forme de discret.
5. Une me´thodologie de la de´construction
5.1. De´construction d’une se´rie. Pour montrer qu’une se´rie converge le mathe´-
maticien a l’habitude de borner la se´rie par la se´rie des valeurs absolues de ses
propres termes, en vertu de l’ine´galite´ |a+ b| ≤ |a|+ |b|. C’est la` un moyen parfois
efficace, mais peu e´conome. En effet on a pu dire que la the´orie des perturbations
se re´sume a` utiliser que 0 ≤ 2 (prendre a = 1, b = −1 dans l’exemple pre´ce´dent).
D’un autre cote´, si l’on veut, dans la dynamique inverse, montrer qu’une se´rie
diverge, la divergence de la suite des valeurs absolues ne suffit e´videment pas.
9Poincare´ montrera que la pre´sence de petits de´nominateurs dans les se´ries des
astronomes cre´e une “dynamique de la divergence”. Cette dynamique ne´gative
sera soigne´e dans la the´orie KAM par l’ablation re´cursive des mauvaises valeurs
des parame`tres, donnant lieu a` la construction d’un ensemble de Cantor.
Montrer qu’une se´rie diverge est difficile, et ne´cessite de mettre a` plat l’algo-
rithme meˆme de la construction de la se´rie. Il faut de´monter (et non de´montrer) le
processus de convergence. Mais montrer la divergence d’une se´rie n’est pas seule-
ment une prouesse technique, c’est aussi une attitude psychologique a` avoir. Poin-
care´ l’a eue, apre`s qu’on lui ait montre´ une erreur dans sa preuve de la convergence
des se´ries astronomiques. Nous reviendrons plus bas sur ce point.
5.2. De´construction du raisonnement dans le continu. Dans son article sur
la me´canique quantique, Poincare´ va en quelque sorte de´construire le raisonnement
dans le continu. Il va chercher a` prouver une formule e´minemment discre`te (Planck)
dans le paradigme du continu, et faire surgir le discret du continu, par la ne´cessite´
de la masse de Dirac. On voit donc la` aussi une attitude a` contre-courant, et
la difficulte´ lie´e a` une telle dynamique : pour faire surgir en toute rigueur les
distributions des fonctions (re´gulie`res) il faudra attendre les anne´es cinquante.
Paradoxalement le discret dans le continu est plus difficile que le continu a` partir
du discret.
5.3. KAM et le discret, Heisenberg et la me´canique ce´leste, deux re-
constructions. La stabilite´ strictement classique (KAM) passe par une forme de
“discret” de l’ensemble des bonnes conditions initiales : disons pour simplifier que
les se´ries astronomiques se mettent a` converger pour des valeurs tre`s particulie`res,
ne remplissant pas des ouverts topologiques, de certains parame`tres. De la meˆme
fac¸on la notion de discret quantique, la the´orie des matrices de Heisenberg et un
peu plus tard l’e´quation de Schro¨dinger, donne un cadre a` la the´orie des quanta
et . . .a` la stabilite´ de la me´canique ce´leste. Quelle belle syme´trie.
6. De la de´construction du ne´gatif a` la construction de nouveaux
paradigmes
La leve´e de paradoxes a toujours e´te´, bien suˆr, le meilleur moyen dynamique qu’a
la science d’avancer. Mais les paradoxes apparaissent en ge´ne´ral par confrontation
avec l’expe´rience ou avec la structure logique d’une the´orie. Dans les deux cas
qui nous inte´ressent ici, rien de pareil. Dans les deux cas il s’agit d’imaginer (ou
dans le deuxie`me plutoˆt d’entrevoir) un changement de paradigme par l’examen
approfondi de ce que l’on n’arrive pas a` montrer, de l’e´chec. Comprendre l’e´chec,
et le transformer en positif. Voyons cela de plus pre`s.
6.1. La perte du paradigme Laplacien : de la divergence au chaos. Car
il fallait bien donner un sens a` ces divergences. La perte de l’ide´e de stabilite´ par
perturbations, paradigme laplacien, ne pouvait rester sans re´ponse, en tous cas
pour Poincare´. Il allait tout d’abord, comme nous l’avons vu plus haut, donner
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un statut the´orique, mathe´matique, ge´ome´trique dans son vocabulaire, a` l’ide´e
meˆme d’une se´rie divergente par la notion de se´rie asymptotique. Ainsi la the´orie
des perturbations des astronomes serait asymptotique. Mais imme´diatement la
question allait se poser :
asymptotique, mais a` quoi ?
La re´ponse fuˆt : asymptotique a` rien, justement. En tous cas a` rien ds comparable
a` la situation non perturbe´e. D’ou` la ne´cessite´ d’un changement de paradigme. Si
les syste`mes perturbe´s n’e´taient pas stables, il devaient eˆtre instables. Et de fortes
perturbations devaient cre´er de fortes instabilite´s (par un paradigme laplacien
renverse´, en quelque sorte) : l’ide´e de chaos e´tait ne´e. On pourra demander s’il
est bien toujours question ici d’e´criture. La re´ponse me semble eˆtre clairement
affirmative, car il fallait e´crire l’instabilite´, il fallait exhiber dans l’e´criture des
se´ries des astronomes le phe´nome`ne qui les faisait diverger.
Il fallait exhiber l’e´criture du non.
6.2. (vers) La perte du paradigme de l’espace absolu : du discret au
quantique. La physique classique, jusqu’a` 1925, repose sur l’ide´e d’un espace
absolu che`re a` Newton. Cet espace est par essence continu, puisque lieu des trajec-
toires de la dynamiques indice´es par le temps (continu). On voit la` l’incidence de la
dynamique, donne´e par une e´quation diffe´rentielle, sur la construction de l’espace.
De cet espace continu va surgir le discret quantique, par re´solution de certaines
e´quations diffe´rentielles. Au fond c’est Poincare´ qui l’a montre´ le premier, comme
re´sultat ne´gatif de sa tentative de de´river dans le continu la loi de Planck ; cette
dernie`re peut bien se de´montrer dans le continu, mais avec (et seulement avec)
l’aide d’une e´criture “fonctionnelle” du discret, avec cette fonction partout nulle
sauf en un point et d’inte´grale e´gale a` un. Cette masse de Dirac deviendra plus tard
une distribution, socle naturel de cette the´orie quantique qui aura duˆ entre-temps
abandonner l’ide´e d’espace absolu, par l’abandon de l’ide´e meˆme de trajectoire
d’une particule.
7. Lien avec la de´construction de Derrida ?
Il semble que la the´orie de la de´construction ait e´te´ peu utilise´e en sciences. Il
y a certainement une raison naturelle a` cela dans le fait que l’on conside`re que la
“construction” scientifique est solide.
Il faut d’ailleurs bien remarquer que la de´marche de Poincare´ est singulie`re, et
fuˆt mal conside´re´e pendant longtemps. Cet inte´reˆt partage´ de Poincare´ pour le
ne´gatif aussi bien que pour le positif n’est pas seulement une singularite´ dans le
paradigme mathe´matique, mais dans le monde scientifique en ge´ne´ral. Elle peut
donner l’impression d’“aller contre”, comme le fait de revisiter les classiques en les
“de´construisant” a donne´ certainement lieu a` beaucoup de malentendus.
Mais justement la science a peut-eˆtre cela de particulier que de pouvoir signer,
au sens de positif/ne´gatif, ses re´sultats. Il ne s’agˆıt pas ici de placer l’un contre
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l’autre ces deux signes, mais de remarquer la puissance (et d’ailleurs par la` meˆme
les limites) de la science qui re´side dans le fait de de´cider entre le positif et le
ne´gatif.
C’est dans cette perspective que se situe l’entreprise de de´construction de
Poincare´. Poincare´ ne de´construit que le ne´gatif, c’est cela qui l’inte´resse. Son
obsession a` comprendre les raisons de l’e´chec lui a fait de´couvrir de nouveaux
paradigmes, conse´quences positives de la de´construction du ne´gatif, tout comme
−×− = +.
8. Conclusion : la queˆte de l’e´criture du “non” comme moteur vers
de nouveaux paradigmes
Nous avons voulu montrer dans ce court essai comment Poincare´ , a` deux
e´poques extreˆmes de son existence, a re´ussi a` inventer (pour la premie`re) et pressen-
tir (pour la seconde) de nouveaux paradigmes par une me´thode de de´construction
de re´sultats ne´gatifs e´tablis avant lui. D’un strict point de vue “logique” il n’y
a rien d’e´tonnant a` ce que le ne´gatif de la de´construction s’allie au ne´gatif du
de´constructible pour donner du positif, mais encore faut-il voir ce qu’il y a de
de´constructible dans un re´sultat ne´gatif. Nous avons essaye´ de montrer que ce
que l’on peut de´construire dans le ne´gatif est justement l’e´criture de celui-ci, et
non son “sens” meˆme. La divergence d’une se´rie est un fait ne´gatif, inalte´rable,
“sharp” dirait-on. Et pauvre. Mais le me´canisme qui fait que la se´rie diverge, est,
lui, d’une tout autre valeur. Et puisque une se´rie, et en particulier pleinement ses
proprie´te´s de convergence, vit dans une dimension infinie (toute se´rie finie converge
trivialement), c’est son e´criture, son algorithme qu’il faut interroger si l’on veut
comprendre et imaginer une suite. Poincare´ a compris que les raisons de la di-
vergence des se´ries des astronomes e´taient les traces d’un nouveau paradigme, le
chaos.
Il a compris que l’e´criture nous re´ve´lait l’indicible.
Annexe A. Best. . .iaire/-off du ne´gatif chez Poincare´
“J’attire l’attention du lecteur sur les re´sultats ne´gatifs pre´sents dans ce me´moire...”
“je suis arrive´ a` un re´sultat ne´gatif...”
“Preuve de la divergence de la se´rie”
“Divergence des se´ries de M. Linstedt”
“La divergence de ces de´veloppements n’aurait d’inconve´nient que si l’on voulait
s’en servir pour e´tablir rigoureusement certains re´sultats, par exemple la stabilite´
du syste`me solaire”
“. . .je cherche a` expliquer en quoi consiste ce malentendu entre les ge´ome`tres
et les astronomes ; comment certaines se´ries que les premiers appellent divergentes
peuvent rendre des services a` ces derniers . . .”
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Annexe B. Le calcul comme e´criture
Nous baignons dans une e´poque a` la fois de calcul et d’e´criture. Et le “tout peut
eˆtre e´crit” semble se confondre au “tout peut eˆtre calcule´”. La puissance digitale a
change´ le monde [7].... tout comme les calculs des astronomes avaient change´ le ciel
au sie`cle pre´ce´dant le dernier. Le credo : “On peut calculer tous les termes d’une
se´rie, donc la se´rie existe (converge)” semble bien avoir e´te´ remplace´ par “On peut
tout mettre sur ordinateur, donc le monde est digital”. Il s’agit bien d’e´criture,
puisque le codage par les nombres est une e´criture.
Et une e´criture qu’il faudra bien un jour de´construire.
Annexe C. E´criture et changement de paradigme en musique ?
La musique semble, tout comme la science. proce´der par grands changements de
paradigmes (apparition de la polyphonie, du de´veloppement, abandon de celui-ci,
de la tonalite´, etc). Il semble pourtant que le musicien fonctionne moins par souci
de l’obstacle a` surmonter, comme le fait le scientifique, que par souci du nouveau,
du possible. Scho¨nberg “de´montre” que l’on peut e´crire de la musique hors le
cadre tonal, plutoˆt qu’il ne semble de´passer une certaine impasse de la modulation
excessive (on pourrait cependant imaginer que la modulation infinie a un caracte`re
“asymptotique” a` l’atonalite´, tout comme les se´ries de Poincare´ le sont a` la the´orie
du chaos). Pourtant le “Fuyons il va de´velopper” de Debussy e´coutant Brahms nous
montre un musicien exce´de´, confronte´ a` ce qui est pour lui un “re´sultat ne´gatif” :
la forme sonate (ou plutoˆt ce qu’elle est devenue). La me´thodologie de Poincare´
de´crite dans cet article n’est certes pas la seule possibilite´ du progre`s en sciences et
bien des succe`s des mathe´matiques e´vitent cet affrontement direct (que Poincare´
adorait, je pense) au ne´gatif.
Pourtant si l’on est tente´ de rapprocher Poincare´ de Debussy, et beaucoup
d’autres scientifiques de Scho¨nberg, il me semble que l’abandon du de´veloppement
en musique est reste´ intact, alors que l’atonalite´ a e´te´ bien vite remplace´e par la
se´rie, elle meˆme de´tonne´ quelques de´cennies plus tard.
Mais a une e´poque ou` les faiseurs de convergences (faiseurs d’anges ?) tonale
envahissent les institutions, peut-eˆtre serait-il bon de de´construire un peu la tona-
lite´, et de re´pondre a` ceux qui posent encore et toujours la question : “pourquoi la
musique de Scho¨nberg est-elle si difficile a` entendre ?” par la question : “pourquoi
est-il devenu impossible de composer de la musique tonale ?”.
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